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Review	
  the	
  Discrete-­‐Time	
  Fourier	
  Transform	
  (DTFT)	
  
The	
  DTFT	
  of	
  a	
  discrete	
  0me	
  signal	
  x(n)	
  is	
  defined	
  by	
  
	
  
	
  
If	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  is	
  known,	
  x(n)	
  can	
  be	
  found	
  using	
  the	
  inverse	
  rela0on:	
  
	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
Necessary	
  and	
  sufficient	
  condi0on	
  for	
  uniform	
  convergence	
  of	
  	
  	
  	
  	
  	
  is:	
  
	
  
	
  
When	
  condi0on	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  is	
  not	
  sa0sfied,	
  there	
  are	
  cases	
  where	
  the	
  summa0on	
  of	
  	
  	
  	
  	
  	
  may	
  s0ll	
  
converge	
  in	
  a	
  non-­‐uniform	
  sense	
  and	
  where	
  x(n)	
  and	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  are	
  related	
  by	
  equa0on	
  	
  	
  	
  	
  	
  .	
  
For	
  example,	
  if	
  x(n)	
  does	
  not	
  sa0sfy	
  condi0on	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  but	
  does	
  sa0sfy	
  the	
  following	
  condi0on:	
  
	
  
	
  
then	
  the	
  summa0on	
  of	
  	
  	
  	
  	
  	
  converges	
  in	
  the	
  mean-­‐squared	
  sense	
  to	
  a	
  frequency	
  func0on	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  .	
  An	
  
example	
  of	
  this	
  case	
  is	
  the	
  ideal	
  low-­‐pass	
  filter	
  whose	
  unit	
  sample	
  response	
  is	
  given	
  by	
  
	
  
	
  

  
X(ejω) = x(n)

n=−∞

∞

∑ e− jωn ∗( )

  X(ejω)

  
x(n) = 1

2π
X(ejω)

−π

π

∫ ejωndω ∗∗( )

∗( )

  
| x(n) |

n=−∞

∞

∑ < ∞ ∗∗∗( )

∗∗∗( ) ∗( )
∗∗( )  X(ejω)

∗∗∗( )

  
| x(n) |2

n=−∞

∞

∑ < ∞

∗( )   X(ejω)
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Example	
  2.18	
  -­‐	
  Square-­‐Summability	
  for	
  the	
  Ideal	
  Lowpass	
  Filter	
  (p.	
  51)	
  
If	
  we	
  define	
  
	
  
	
  	
  
then	
  
	
  

  
hlp(n) = sin(ωcn)

πn ,   n ≠ 0

  
=
ωc

π
,    n = 0

  
HM(ejω) = hlp(n)

n=−M

M

∑ e− jωn

  
limM→∞ | Hlp(e

jω)
−π

π

∫ − HM(ejω) |2 dω = 0
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There	
  are	
  some	
  signals	
  which	
  are	
  neither	
  absolutely	
  summable	
  nor	
  square	
  summable	
  but	
  for	
  
which	
  a	
  Fourier	
  Transform	
  representa0on	
  is	
  s0ll	
  useful.	
  The	
  following	
  example	
  demonstrates	
  
such	
  a	
  case.	
  
	
  
Example	
  2.20	
  -­‐	
  Fourier	
  Transform	
  of	
  Complex	
  ExponenLal	
  Sequences	
  
Start	
  with	
  the	
  following	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  which	
  consists	
  of	
  a	
  periodic	
  impulse	
  train	
  and	
  use	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  to	
  find	
  x(n):	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Since	
  the	
  above	
  integrand	
  involves	
  impulses	
  spaced	
  by	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  there	
  is	
  exactly	
  one	
  impulse	
  over	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
which	
  is	
  the	
  range	
  of	
  the	
  integral.	
  	
  This	
  impulse	
  func0on	
  is	
  located	
  at	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  for	
  some	
  
integer	
  r.	
  	
  	
  The	
  value	
  of	
  the	
  integral	
  is	
  therefore	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  =	
  complex	
  exponen0al	
  signal	
  
	
  
Another	
  example:	
  	
  
	
  
	
  

  X(ejω) ∗∗( )

  
X(ejω) = 2πδ(ω −  

r=−∞

∞

∑ ωo + 2πr) 2.143( )

  
x(n) = 1

2π
2πδ(ω −

r=−∞

∞

∑  ωo + 2πr)
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ejωn dω

−π

π

∫

  
= δ(ω −

r=−∞

∞

∑  ωo + 2πr)
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ejωn dω

−π

π

∫

2π −π <ω < π
ω =ω 0 − 2πr

  e
j(ωo−2π r)n = ejωon

  cos(ωon + φ)

  
cos(ωon + φ) = ej(ωon+ϕ) + e− j(ωon+ϕ)

2  
= ejϕejω0n

2 + e− jϕe− jω0n

2
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Applying	
  above	
  results,	
  we	
  can	
  obtain	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  for	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  as	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Table	
  2.3	
  below	
  shows	
  more	
  Fourier	
  Transform	
  pairs)	
  	
  

  
X(ejω) = ejφ

2
2πδ(ω −

r=−∞

∞

∑ ωo + 2πr) + e− jφ

2
2πδ(ω +

r=−∞

∞

∑ ωo + 2πr)

  
= πejφδ(ω − ωo + 2πr) + πe− jφδ(ω + ωo + 2πr)⎡⎣ ⎤⎦

r=−∞

∞

∑

  X(ejω)   x(n) = cos(ωon + φ)
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xe(n) = x(n) + x(−n)

2

Conjugate	
  symmetric	
  part	
  of	
  x(n):	
  

 
xo(n) = x(n) − x(−n)

2

xe(n) = x(n) + x * (−n)
2

= xe*(−n)

Conjugate	
  an0-­‐symmetric	
  part	
  of	
  x(n):	
  
 
xo(n) = x(n) − x * (−n)

2
= −xo*(−n)

For	
  the	
  special	
  when	
  x(n)	
  is	
  real:	
   =	
  even	
  part	
  of	
  x(n)	
  

=	
  odd	
  part	
  of	
  x(n)	
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SecLon	
  4.4	
  	
  	
  -­‐	
  Discrete-­‐Time	
  Processing	
  of	
  ConLnuous-­‐Time	
  Signals	
  
Consider	
  the	
  system	
  structure	
  shown	
  in	
  Figure	
  4.11	
  on	
  p.	
  153:	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
An	
  example	
  based	
  on	
  this	
  structure:	
  
Example	
  4.4	
  -­‐	
  Discrete-­‐Time	
  Implementa0on	
  of	
  an	
  Ideal	
  Con0nuous-­‐Time	
  Bandlimited	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
Differen0ator	
  
	
  
Assume	
  that	
  we	
  want	
  the	
  overall	
  effect	
  of	
  the	
  above	
  system	
  to	
  be	
  an	
  ideal	
  differen0ator	
  of	
  the	
  
analog	
  input,	
  i.e.,	
  we	
  want	
  
	
  
	
  
In	
  the	
  s-­‐domain	
  this	
  corresponds	
  to	
  the	
  system	
  opera0on	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  which	
  can	
  be	
  expressed	
  
in	
  the	
  analog	
  frequency	
  domain	
  as	
  
	
  

  
yr(t) =

d
dt

xc(t)⎡⎣ ⎤⎦

 Yr(s) = sXc(s)

  Hc(jΩ) = jΩ
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  Hef(jΩ) = jΩ
  
| Ω |  <  πT

  Hef(jΩ) = 0
  
| Ω |  ≥  πT

  
H(ejω) = jω

T  | ω |  <  π

  X(ejω)

  H(ejω)

2π .)

  
h(n) = 1

2π
H(ejω)ejωn dω

−π

π

∫

 
= 1

2π
jω
T ejωn dω

−π

π

∫ ∗∗∗∗( )

u =ω , du = dω

v = e jωn, dv = jne jωndω

To	
  obtain	
  a	
  discrete	
  0me	
  implementa0on,	
  consider	
  a	
  band-­‐limited	
  version	
  of	
  the	
  
above.	
  	
  (Assume	
  that	
  the	
  input	
  in	
  bandlimited	
  and	
  that	
  it	
  is	
  sampled	
  at	
  a	
  rate	
  that	
  
exceeds	
  the	
  Nyquist	
  rate.)	
  

for	
  

and	
  

for	
  

The	
  corresponding	
  digital	
  filter	
  can	
  be	
  obtained	
  by	
  seYng	
  

for	
  

(As	
  with	
  all	
  digital	
  filters,	
  	
   will	
  be	
  periodic	
  in	
  	
  ω with	
  period	
  =	
  	
  

The	
  unit	
  sample	
  response	
  corresponding	
  to	
   can	
  be	
  found	
  using:	
  

This	
  integral	
  can	
  be	
  evaluated	
  using	
  “integra0on	
  by	
  parts”:	
  

Let	
  

and	
  let	
  

then	
  

so	
  that	
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Therefore,	
  the	
  right	
  side	
  of	
  Equa0on	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  can	
  be	
  wri^en	
  as	
  
	
  
	
  
Using	
  integra0on	
  by	
  parts	
  to	
  perform	
  the	
  integral:	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Therefore,	
  Equa0on	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  becomes	
  
	
  
	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
	
  	
  
	
  

∗∗∗∗( )

 
1

2πnT udv
−π

π

∫ ∗∗∗∗∗( )

  
udv

−π

π

∫ = uv |
−π
π − v du

−π

π

∫

  
= ωejωn |

−π
π − ejωn

−π

π

∫ dω

  
= πejπn − (−πe− jπn) − ejωn

jn −π

π ,         n ≠ 0

  
= π[ejπn + e− jπn]− ejωn − e− jωn

jn
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
,      n ≠ 0

  
= 2π cos(πn) − 2

n
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥sin(πn),      n ≠ 0

∗∗∗∗∗( )

  
h(n) = 1

2πnT
2π cos(πn) − 2

n
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥sin(πn)

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥
,      n ≠ 0

  
= 1
πn2T

πncos(πn) − sin(πn)⎡⎣ ⎤⎦ ,      n ≠ 0
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Since	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  for	
  all	
  n,	
  the	
  contribu0on	
  of	
  this	
  term	
  to	
  h(n)	
  is	
  0	
  except	
  for	
  the	
  n	
  =	
  0	
  case,	
  for	
  
which	
  the	
  numerator	
  and	
  denominator	
  are	
  both	
  =	
  0).	
  	
  Therefore,	
  the	
  overall	
  expression	
  for	
  h(n)	
  
becomes:	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  for	
  n	
  ≠	
  0	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (equa0on	
  4.47	
  in	
  text)	
  
and	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (since	
  the	
  integral	
  of	
  equa0on	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  =	
  0	
  for	
  the	
  n	
  =	
  0	
  case)	
  
	
  
Example:	
  	
  Illustra0on	
  of	
  Example	
  4.4	
  with	
  a	
  Sinusoidal	
  Input	
  
Consider	
  the	
  analog	
  input	
  to	
  the	
  above	
  digitally-­‐implemented	
  bandlimited	
  differen0ator	
  to	
  be	
  	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  with	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (i.e.,	
  the	
  sampling	
  rate	
  is	
  adequate)	
  	
  
The	
  output	
  of	
  the	
  ideal	
  C/D	
  converter	
  will	
  then	
  be:	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  where	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  .	
  
As	
  already	
  shown,	
  the	
  DTFT	
  of	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  can	
  be	
  expressed	
  as	
  
	
  
	
  
For	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (the	
  frequency	
  range	
  that	
  will	
  be	
  involved	
  in	
  determining	
  y(n)),	
  this	
  can	
  be	
  expressed	
  as	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
	
  
	
  
	
  

  sin(πn) = 0

  
h(n) = 1

nT
cos(πn)⎡⎣ ⎤⎦

  h(n) = 0 for n = 0 ∗∗∗∗( )

xc t( ) = cos Ω0t( ) Ω0 < π T

x n( ) = cos ω 0n( ) ω 0 =Ω0T < π
x n( ) = cos ω 0n( )

  
X(ejω) = πδ(ω − ωo + 2πr) + πδ(ω + ωo + 2πr)⎡⎣ ⎤⎦

r=−∞

∞

∑

ω < π

  X(ejω) = πδ(ω − ωo) + πδ(ω + ωo) ω < π
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The	
  output	
  of	
  the	
  discrete-­‐0me	
  part	
  ("middle	
  part")	
  of	
  the	
  overall	
  system	
  of	
  Figure	
  4.11	
  is	
  
therefore	
  
	
  	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
If	
  y(n)	
  is	
  the	
  input	
  to	
  an	
  ideal	
  D/C	
  converter,	
  the	
  overall	
  analog	
  output	
  is	
  then	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Since	
  the	
  inverse	
  Fourier	
  Transform	
  of	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  is	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  
the	
  0me-­‐domain	
  counterpart	
  of	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  is	
  
	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

  Y(ejω) = H(ejω)X(ejω)

  
Y(ejω) = jω

T
πδ(ω − ωo)π + πδ(ω + ωo)⎡⎣ ⎤⎦

  
=

jωoπ
T

δ(ω − ωo)⎡⎣ ⎤⎦ −
jωoπ
T

δ(ω + ωo)⎡⎣ ⎤⎦ for	
   ω < π

  
Yr(jΩ) = TY(ejω)

ϖ=ΩT = TY(ejΩT),  | Ω |< π
T

  
= T

jωoπ
T

δ(ΩT − ΩoT)⎡⎣ ⎤⎦ −
jωoπ
T

δ(ΩT + ΩoT)⎡⎣ ⎤⎦
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

  
= T

jωoπ
T

1
T

δ(Ω − Ωo)⎡⎣ ⎤⎦ −
jωoπ
T

1
T

δ(Ω + Ωo)⎡⎣ ⎤⎦
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

  = jπΩoδ(Ω − Ωo) − jπΩoδ(Ω + Ωo)

  δ(Ω − Ωo)  
1

2π
ejΩot

Yr jΩ( )

  
yr(t) = jΩo

1
2

ejΩot − jΩo
1
2

e− jΩot = jΩo
(ejΩot − e− jΩot)

2

12	
  



	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  which	
  is	
  indeed	
  the	
  deriva0ve	
  of	
  the	
  analog	
  input,	
  xc(t).	
  
	
  
Sec0on	
  4.5	
  Con0nuous-­‐Time	
  Processing	
  of	
  Discrete-­‐Time	
  Systems.	
  
The	
  following	
  system	
  configura0on	
  represents	
  con0nuous-­‐0me	
  processing	
  of	
  discrete-­‐0me	
  
signals:	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
(This	
  is	
  complementary	
  to	
  the	
  system	
  considered	
  earlier:	
  	
  Discrete-­‐Time	
  Processing	
  of	
  
Con0nuous-­‐Time	
  Systems)	
  
	
  
Note:	
  This	
  approach	
  is	
  not	
  typically	
  used	
  to	
  implement	
  discrete-­‐0me	
  systems,	
  but	
  it	
  provides	
  a	
  
framework	
  for	
  interpre0ng	
  certain	
  discrete-­‐0me	
  systems.	
  
	
  
The	
  ideal	
  D/C	
  converter	
  can	
  be	
  represented	
  by	
  a	
  system	
  that	
  includes	
  an	
  analog	
  impulse	
  
generator	
  followed	
  by	
  an	
  ideal	
  low	
  pass	
  filter	
  with	
  cutoff	
  frequency	
  of	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  a	
  gain	
  of	
  T.	
  	
  (See	
  
Fig.	
  4.7,	
  p.	
  164).	
  	
  Therefore,	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  for	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  .	
  	
  Furthermore,	
  the	
  "reconstruc0on	
  formula"	
  
associated	
  with	
  the	
  Sampling	
  Theorem	
  can	
  be	
  used	
  to	
  relate	
  xc(t)	
  with	
  x(n),	
  as	
  follows:	
  
	
  

  = −Ωo sin(Ωot)

  Xc(jΩ) = 0 Ω ≥π T
π T
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The	
  frequency-­‐domain	
  opera0ons	
  associated	
  with	
  the	
  process	
  represented	
  in	
  Figure	
  4.15	
  are	
  as	
  
follows:	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Combining	
  the	
  above	
  three	
  rela0ons	
  and	
  using	
  the	
  fact	
  that	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Therefore,	
  we	
  can	
  write	
  
	
  
where	
  
	
  
	
  

 
xc(t) = x(n) sin[π(t − nT) / T]

π(t − nT) / Tn=−∞

∞

∑

  Xc(jΩ) = TX(ejΩT)

  Yc(jΩ) = Hc(jΩ)Xc(jΩ)

  
Y(ejω) = 1

T Yc(
jω
T ),     |ω| < π

Ω < π T

Ω < π T

ω =Ω T

  
Y(ejω) = 1

T
Hc(

jω
T

)Xc(
jω
T

)
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥

  
= 1

T
Hc(

jω
T

)TX(e
jω
T

T
)

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

  
= Hc(

jω
T

)X(ejω),    |ω| < π

  Y(ejω) = X(ejω)H(ejω)

  
H(ejω) = Hc(j ω

T
)  |ω| < π
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Now	
  consider	
  an	
  example	
  which	
  makes	
  use	
  of	
  the	
  above	
  system	
  structure:	
  
Example	
  4.7	
  	
  Noninteger	
  Delay	
  	
  (essen0ally	
  an	
  interpola0on	
  between	
  samples	
  of	
  a	
  discrete	
  0me	
  
signal)	
  
Consider	
  the	
  analog	
  part	
  (the	
  middle	
  part)	
  of	
  the	
  system	
  of	
  Figure	
  4.15	
  to	
  be	
  
	
  
	
  
Then	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  
where	
  	
  	
  	
  	
  	
  is	
  not	
  necessarily	
  an	
  integer.	
  
The	
  overall	
  output	
  y(n)	
  corresponds	
  to	
  sampled	
  values	
  of	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  at	
  t	
  =	
  integer	
  mul0ples	
  of	
  	
  T.	
  	
  That	
  
is,	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  .	
  
	
  
In	
  the	
  frequency	
  domain,	
  
	
  
	
  
	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  which	
  can	
  be	
  wri^en	
  as	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ,	
  	
  
	
  
	
  

  Hc(jΩ) = e− jΩΔT

  yc(t) = xc(t − ΔT)

Δ
yc t( )

  y(n) = yc(nT) = xc(nT − ΔT)

  
H(ejω) = Hc(jΩ)

Ω=ω
T

ω ≤ π

  
= e− jΩΔT

Ω=ωT

ω ≤ π   H(ejω) = e− jωΔ ω ≤ π
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Figure	
  4.16	
  relates	
  y(n)	
  to	
  xc(t)	
  for	
  the	
  case	
  of	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  :	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Another	
  0me-­‐domain	
  interpreta0on	
  of	
  the	
  above.	
  	
  Combining	
  
	
  
	
  
and	
  	
  
	
  
	
  
and	
  changing	
  the	
  summa0on	
  index	
  from	
  n	
  to	
  k	
  gives:	
  
	
  	
  
	
  
	
  

 Δ = 1 2

  y(n) = xc(nT − ΔT) = xc(t − ΔT) t=nT

  
xc(t) = x(n) sin[π(t − nT)]

π(t − nT) / Tn=−∞

∞

∑

  
y(n) = x(k) sin[π(t − ΔT − kT) / T]

π(t − ΔT − kT) / Tk=−∞

∞

∑
t=nT
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  (assuming	
  that	
  	
  	
  	
  	
  is	
  not	
  an	
  integer)	
  
	
  
This	
  represents	
  a	
  convolu0on	
  of	
  x(k)	
  with	
  
	
  
	
  
Note	
  that	
  the	
  above	
  h(n)	
  represents	
  in	
  IIR	
  filter.	
  	
  If	
  	
  	
  	
  	
  	
  is	
  an	
  integer	
  no	
  ,	
  then	
  
	
  
which	
  corresponds	
  to	
  	
  	
  
	
  
	
  
Example	
  4.8	
  
Consider	
  a	
  discrete-­‐0me	
  system	
  whose	
  output	
  is	
  the	
  (M+1)-­‐point	
  moving	
  average	
  of	
  its	
  input.	
  	
  That	
  is,	
  
	
  
	
  
The	
  corresponding	
  unit	
  sample	
  response	
  is	
  
	
  	
  
	
  	
  
The	
  frequency	
  response	
  of	
  this	
  system	
  is	
  
	
  
	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  

  
= x(k) sin[π(n − k − Δ)]

π(n − k − Δ)k=−∞

∞

∑ Δ

  
h(n) =

sin π(n − Δ)⎡⎣ ⎤⎦
π(n − Δ) ,	
  all	
  n	
  (where	
  again	
  	
  	
  	
  is	
  not	
  an	
  integer)	
  

	
  	
  
Δ

Δ

  y(n) = xc(nT − noT) = xc((n − no)T)

h n( ) = δ n − n0( )

  
y(n) = 1

M +1
x(n − k)

k=0

M

∑

  
h(n) = 1

M +1 δ(n − k)
k=0

M

∑

  
H(ejω) = h(k)e− jωk

k
∑

  
= 1

(M +1)
sin[ω(M +1) / 2]

sin(ω / 2) e− jωM/2
ω < π
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This	
  can	
  be	
  represented	
  as	
  the	
  cascade	
  of	
  two	
  systems	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  and	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  where	
  
	
  
	
  
The	
  overall	
  system	
  is	
  shown	
  below	
  in	
  Figure	
  4.17:	
  
	
  
	
  	
  	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
The	
  magnitude	
  response	
  of	
  the	
  filter	
  depends	
  en0rely	
  upon	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  .	
  	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  in	
  a	
  linear	
  phase	
  term	
  that	
  represents	
  a	
  pure	
  0me	
  delay.	
  	
  	
  	
  
	
  
If	
  M	
  is	
  an	
  even	
  integer,	
  then	
  the	
  delay	
  corresponds	
  to	
  an	
  integer	
  no.	
  of	
  samples	
  (M/2	
  samples).	
  	
  	
  
If	
  M	
  is	
  an	
  odd	
  integer,	
  then	
  the	
  delay	
  of	
  M/2	
  corresponds	
  to	
  delay	
  of	
  an	
  "integer	
  plus	
  one-­‐half".	
  	
  	
  	
  	
  

  H1(e
jω)   H2(e

jω)

  
H1(e

jω) = 1
(M +1)

sin[ω(M +1) / 2]
sin(ω / 2)   H2(e

jω) = e− jωM/2and	
  

Figure	
  4.17	
  The	
  moving-­‐average	
  system	
  represented	
  as	
  a	
  cascade	
  of	
  two	
  systems.	
  

  H1(e
jω)

  H2(e
jω)
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This	
  is	
  shown	
  in	
  Figure	
  4.18	
  below,	
  for	
  the	
  case	
  of	
  M=5	
  (a	
  6-­‐point	
  moving	
  average)	
  when	
  the	
  
input	
  is	
  	
  x(n)	
  =	
  cos.25πn).	
  	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
The	
  0me-­‐domain	
  expression	
  for	
  the	
  output	
  can	
  be	
  obtain	
  by	
  first	
  wri0ng	
  the	
  input	
  as	
  
	
  	
  
	
  	
  
and	
  then	
  	
  
	
  

	
  

4.18	
  Illustra0on	
  of	
  moving-­‐average	
  filtering.	
  (a)Input	
  signal	
  x[n]	
  =	
  cos(0.25πn).	
  
(b)	
  Corresponding	
  output	
  of	
  six-­‐point	
  moving-­‐average	
  filter.	
  

  
cos(.25πn) = ej.25πn + e− j.25πn

2

  
y(n) = H(ej.25π) 1

2
ej.25πn + H(e− j.25π) 1

2
e− j.25πn
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For	
  M	
  =	
  5,	
  this	
  resolves	
  to	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (Note	
  the	
  delay	
  by	
  a	
  non-­‐integer	
  no.	
  of	
  samples.)	
  	
  

  
y(n) = 1

2
sin[3(.25π)]
6sin(.125π) e− j(.25π)5/2ej.25πn + 1

2
sin[3(−.25π)]
6sin(−.125π) ej(.25π)5/2e− j.25πn

  = .1540ej.25π(n−2.5) + .1540e− j.25π(n−2.5)

  = .308cos[.25π(n − 2.5)]
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